SERIES INFINITAS DE TERMINOS NUMERICOS

(Ilamada también: SERIES INFINITAS DE TERMINOS CONSTANTES)

Definicién. Si {u,} esuna sucesiény

Sn= Zui =uytuytug ot
i=1
Entonces la sucesidn {SH} se llama SERIE INFINITA.

Teorema (l)
Sea Z:flun una serie infinita dada, y sea {5,} la sucesidn de sumas

parciales que definen esta serie infinita. Entonces, si lim,_,._ 5, existe

y es igual a S, decimos que la serie dada es CONVERGENTE y que S es la
suma de la serie infinita dada.
Si lim,...S, no existe se dice que la serie es DIVERGENTE v la serie

no tiene suma.
Teorema (Il)

Si la serie infinita E:fi u, esconvergente, entonces lim, ... u, =0

IMPORTANTE: El reciproco de este teorema no es valido, es decir, toda
serie cuyo limite al infinito sea cero no necesariamente es convergente.

Ejercicios.

Z
4o ROH1
1.- Demostrar que 2 n=1

>~ €suna serie divergente.
n

Determinamos el limite:

n? 41
—=1

lim
h—++oo T
la serie es divergente

+ o 1

2.- Determinar si E":im
T Lsm

1 1
it (2n— 1)(2n+ 1)  +oo




Esta serie puede ser Convergente o Divergente, no podemos concluir.

Definicion.
Si Sp—q=Ug tUs+ -t Uy W Sp=1u; +u; +--+1u,, entonces
Sn = 5n—1+un

Ejemplo: Dada la serie infinita, determine una férmula para &, en términos de:
F oo

5n=2ﬁ

n=1

Determinamos términos de la secuencia de sumas parciales

1
.5'1=u1=§

1 3
53=u1+u2+u3=§+ﬁ=5

5, debe ser expresados en términos de n. 5, = 5,,—1 + U,, . Determinamos .

1
U, = ————
" an+1)
Por f i ial u, = z !
or Tracciones parciales: n ” i

1 2 3 1 1 1 1
Como 5n=:+5+—+---+ ——_)+(___)

= n—1 n n nt+l
5,=(1-9)+G-3)+G-3)++ G2+ G50
nNT 2/ \2 3 3 4 n—1 n n n+1
s -1 1 _nm
m n+1 n+1

. n .
Si n—+o limy, .o s 1 lasuma total de la serie es 1 (Converge)



Teorema (111)
La diferencia de dos sumas parciales 5z ¥ 5t de una serie convergente se

puede hacer tan pequefia como queramos, tomando R y T lo suficientemente
grandes.

Veamos:
oo
S _Zi_i+1+1+1+ 41
" lan 2 3 4 n
n=1
oo
s —Zi—i+1+1+1+ S S S
n 171_ 2 3 4 n n+l n+?2 n+n
n=
+ oz
s —Zi—i+1+1+1+ P
o n” T 273 4 n n+l n+2 2n
n=

Hacemos la diferencia:

1 1 1

+ + o
n+1 n+2 2n

.S'ﬂn_.sn =

=

Esta diferencia al contrario, aumentara indefinidamente, por lo tanto, 5, es divergente.

SERIE ARMONICA

Forma General:
+ o

Zi—i+1+1+1+ +1+
n 2 3 4 n

n=1

Caracteristica importante: De acuerdo al teorema (lll) esta serie es Divergente.

SERIE GEOMETRICA

Forma General:



+ o

Z ar"l=a+ar+ar’+--+ar” 4.

n=1
Donde: @ ¥ T son constantes.

La suma de la serie armonica viene dada por:
Sp=all+r+ri+ 41

De la identidad:
1-r*={1-r(1+r+ri+..+r" 1)

Tenemos:
al(l —r") _ 1
= 5l rF
" 1—r -

Convergencia y divergencia de la serie geométrica

Teorema (IV)
Si|r| =1, la serie geomeétrica converge

S5i|r| =1, laserie geométrica diverge

1
Ejemplo: Analizar Z;::jg (2“‘1)

Podemos escribir esta serie asi:
+ee n—1
5
2.5
n=2

1 . -
Tenemos que T = =, entonces la serie geométrica converge.

Teorema (V)
Si Erfa, v %I b, sondos series infinitas que solamente difieren en sus
primeros términos, entonces ambas series convergen o ambas series divergen.

Ejercicios.

1.- Determinar si la serie infinita En:j_ m es ConVergente (0} d|Vergente.

Veamos los elementos de la serie:



Por otro lado, la serie armdnica que sabemos que es divergente, es:
+ o

Zi—i+1+1+1+1+1+ +1+
. 23 4 5 6
n=

Si observamos los elementos de las dos series, éstos difieren en sus primeros elementos
pero después se vuelven idénticas, entonces de acuerdo al teorema (V) la serie dada es
divergente.

Teorema (VI)

Sea © cualquier constante diferente de cero:
+o0 +oo

(i) 5ila serie E U, €5 convergente,entonceslaserie E c.u, tambiénesconvergente

n=1 n=1
+oe +oo

(ii) Si la serie E u, esdivergente entonces laserie E c.u, también esdivergente.
n=1 n=1

Teorema (v
Si ¥rfa, v E;ZE b, son series infinitas convergentes de sumas Sy R ,

entonces % o5(a, £ b,,) es una serie convergente de suma 5 * R.

Teorema (VIII)
Sila serie X,23 @, esconvergentey laserie 2,23 b, es divergente, entonces la

serie La2(a, + b,)  es divergente.

Ejemplo:
1 1

. L .
Determinar si Zﬂfl (4— + E) es convergente o divergente
n

Podemos analizar la serie En (— ) en sus dos términos.

. . 1
La serie B = es una serie geométrica con |r| = A == 1, es convergente

- 14'1_

. 1 : . L1 1
La serie 2:314— es divergente ya que es una serie armonica 7 :fl—
T T



. 1 1 .
Luego la serie :fl (ﬂ + 47) es divergente

Series y Sucesiones



